Simulaciones en R de Grafos Aleatorios que
verifican el enunciado de un teorema.
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1. Introduccion

El objetivo de este trabajo es estudiar de forma introductoria la nocién de grafo aleatorio y conceptos vinculados, definir el modelo Erdos-Renyi y sus
propiedades, asi como también demostrar el Teorema 9 del libro Modern Graph Theory |1] y un teorema complementario. A su vez, se implementa una
aplicacion Shiny para realizar simulaciones del teorema indicado.

Resulta de gran interés poder analizar como se producen y que caracteristicas tienen las redes que nos unen y nos rodean (se encuentran ejemplos de
redes que conectan personas, instituciones, economias, infraestructuras, elementos de la naturaleza, etc), generalmente se representan en matematica de

manera formal utilizando grafos |2].

2 .Marco teodrico

4. Teoremas de interés

Grafo:
Es un par ordenado de conjuntos disjuntos G =
(V, FE) donde V = V(G) denota el conjunto de
vértices y F = E(G) el de aristas con una apli-
cacion

. FE—VXxXV

que lleva cada elemento de £ en un par de
V x V. Habitualmente se supone que V # () y
E son numerables. Si son finitos, diremos que

G es finito [3].

Funcion de umbral (threshold function):

Una funciéon de umbral para alguna propiedad
en particular es una funcién t(n) tal que la
propiedad se mantiene con una probabilidad
que tiende a 1 cuando p(n)/t(n) — oo y que
tiende a 0 cuando p(n)/t(n) — oo, siendo p(n)
la probabilidad de conexiéon entre dos nodos,
para una cantidad n de nodos [4].

Modelo Erdos-Renyi

El modelo de grafos aleatorios de Erdos-Renyi
estda definido como un grafo puramente aleato-
rio que conecta un conjunto de n nodos entre
si, donde dos nodos, ¢ y 7, se conectan con
probabilidad p (0 < p < 1) y por ende no se co-
munican entre si con probabilidad 1—p, a su vez,
esta conexién se da de manera independiente |4].

Una red que tenga m enlaces dentro de n no-
dos tiene una probabilidad de formarse bajo un
proceso igual a:
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Teorema 9 [1]:

Sea w(n) — oo y establecemos py(n) = (logn — w(n))/n y pu(n) = (logn+ w(n))/n. Entonces
casi seguramente (c.s.) G, esta desconectado y G, esta conectado. Por lo tanto, en el modelo
Erdos-Renyi G(n,p), ps es una funciéon de umbral inferior (Itf) y p. es una funciéon de umbral
superior (utf) por la propiedad de estar conectadas.

Teorema 4.2.1 [4]:
Una funcién de umbral para la conectividad de la red aleatoria de Poisson es: t(n) = log(n)/n.

Si se utiliza en el modelo de Poisson, entonces el modelo esta completamente especificado por p(n). En
ese caso, una funciéon de umbral para alguna propiedad dada es una funcién t(n) tal que la propiedad
se cumple con una probabilidad cercana a 1 si p(n)/t(n) — oo, mientras que la propiedad se cumple
con una probabilidad cercana a 0 si p(n)/t(n) — 0. Asi, el teorema muestra que si la probabilidad
de un enlace es mayor que log(n)/n, entonces la red esta conectada con una probabilidad que tiende
a uno, mientras que si es menor que log(n)/n entonces la probabilidad de que no sea conexo tiende
a uno.

5. Simulaciones en R y desarrollo de una Shiny App.

Se realizaron simulaciones en R que verifican lo que enuncia el teorema [1|, utilizando la funcién
erdos.renyi.game del paquete tgraph que permite simular grafos aleatorios clasicos de cualquier
tipo [5][6]. A continuacién se encuentran visualizaciones de dichas simulaciones.

A su vez, se elaboré una aplicacion web usando la libreria shiny en R, donde el usuario puede generar
sus propias simulaciones a partir de la seleccion de valores de interés de los parametros involucrados
(a continuacion se presenta un esquema de la funcién programada para las simulaciones). Para
acceder al Shiny se puede escanear el siguiente codigo QR:

Resultados de la simulacién n = 10000 , s= 10, cantp= 100

rix (NA, cantp + §, 2)

0.0000 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020

0.00000 0.00025 ~ 0.00050 0.00075

https://cinve.shinyapps.io/Trabajo_final prob2/

0.0000 0.0002
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6. Comentarios Finales

Destacamos el uso de la herramienta Shiny App para parametrizar y generar visualizaciones
interactivas de las simulaciones, facilitando la comprension y comunicacion de los teoremas.

Por ultimo, una conclusion profunda vinculada a los teoremas en los que se centra este trabajo: para
mostrar que una red no esta conectada, basta con mostrar que hay algunos nodos aislados.



