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RESUMEN

Existen muchas situaciones en muy variadas disciplinas como la economia, el marketing,
la epidemiologia, donde la matriz de datos de la que se dispone esté formada por datos
binarios (unos y ceros) que surgen de trabajar con varias variables aleatorias resultantes
de un experimento con 2 resultados posibles en cada caso. Muchas veces interesa analizar
la relacién entre variables y formar a su vez grupos que den cuenta de esas relaciones.En
este documento se presenta la distribucién Bernoulli multivariada (BM), la que puede
ser caracterizada por un vector de intensidades y una matriz de asociaciones entre las
variables binarias. Es importante entonces ver como queda parametrizado este modelo
probabilistico y como puede ser estimado.

Se presenta una aplicacion en salud bucal para evaluar la enfermedad periodontal en la
poblacién adulta uruguaya. Los datos surgen del primer relevamiento nacional de salud
bucal, llevado a cabo durante los anios 2011 y 2012 en diversos departamentos de Uruguay,
donde se entrevisté a personas de 3 grupos etarios (jévenes, adultos y adultos mayores).

Palabras claves: asociacion, distribucion Bernoulli multivariada, enfermedad periodon-
tal,intensidad, variable latente.
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1. Introduccion

En este documento se presenta y caracteriza una distribucién de probabilidad multivaria-
da que solo puede adoptar los valores cero o uno y que se denomina Bernoulli Multivariada
(BM). Esta distribucién equivale a considerar los vértices de un hipercubo en RF, cuyas
coordenadas son los valores 0 y 1. Una de las primeras aproximaciones a la tematica se
puede encontrar en (Marshall y Olkin, 1985) donde se plantea la distribucién de Bernoulli
bivariada.

En primera instancia, la distribucién BM podria definirse como el producto de k dis-
tribuciones marginales cada una acorde al modelo Bernoulli (Tamhane et al., 2009), sin
embargo dicha parametrizacion solo contempla el caso en el que las variables en cuestion
son independientes. Es por esto que aqui se opta por una formulacién donde se incluyen
la opcién de modelar las asociaciones entre las variables. Para ello se siguen las ideas
expuestas en (Dai, 2012). Pese a que la naturaleza categérica de las variables permite
pensar en asociaciones entre dos, tres o mas de ellas simultaneamente, se toma la decisién
de contemplar solamente las asociaciones “dos a dos” de modo de construir modelos mas
parsimoniosos.

Sin embargo, la metodologia aqui propuesta puede extenderse para tener en cuenta asocia-
ciones de orden superior. El método empleado en este trabajo difiere de la parametrizacion
basada en la dicotomizacién de la distribucién gaussiana multivariada (Cox y Wermuth,
2002) (Tamhane et al., 2009) debido a que, a diferencia de esta, no asume la existencia
de variables latentes, lo cual supone una ventaja en cuanto a la simplicidad del modelo
probabilistico.

El documento se compone de la siguiente manera. En la seccion 2 se considera la construc-
cion de la distribucién, comenzando desde el caso univariado, pasando por el bivariado y
llegando finalmente al modelo general, presentando las principales propiedades de cada
caso. En esta seccion se culmina describiendo el proceso de estimacion haciendo énfasis
en la situacion donde los datos presentan valores ausentes. En la seccién 3 se presenta
una aplicacion en salud oral de esta metodologia. Se plantean algunos estadisticos para
explorar la independencia o asociacién entre las variables.

2. Modelo probabilistico

A continuacién se plantea la distribucion BM comenzando como una reparametrizacién
de la distribucién de Bernoulli, para luego extenderla al caso bivariado y finalmente al
caso general. En cada etapa se exploran las principales caracteristicas de la funcién de
masa de probabilidad.



2.1. Caso univariado

La distribucion de Bernoulli es utilizada para modelar las variables aleatorias resultantes
de un experimento binario (considerando Rec(X) = {0, 1}) mediante un inico parametro,
el cual se interpreta como la probabilidad de obtener un éxito en dicho experimento. La
funcién de cuantia es la siguiente:

P(X =z)=p"(1-p)* (1)

La variable aleatoria definida de esta manera tiene esperanza p y varianza p(1 — p). Tam-
bién es sencillo apreciar que esta funciéon de cuantia puede expresarse como un miembro
de la familia exponencial.

P(X =z) = oFlog () Hog(1-p)) (2)

De esta manera surge que el “parametro natural” de esta distribucion es el logaritmo

del odd. Tras llevar a cabo el cambio de variable ¢; = (11%73)’ se llega a la siguiente
parametrizacién:

P(X =) = dody (3)

Donde ¢, representa el odd de éxito y ¢ es una constante que normaliza la distribucion
y que se interpreta como la probabilidad de obtener un fracaso. En el caso univariado,
esta constante es ¢y = ——. Las nuevas expresiones para la esperanza y varianza de la

1+¢1
distribucién son F(X) = 1@1 y Var(X) = (14?#)2 Pese a que, en un principio, esta repa-

rametrizacion solo parece complicar la caracterizacion de la distribucion, en dimensiones
superiores probard ser de gran utilidad ya que proporcionard gran flexibilidad para incluir
las asociaciones entre variables.



2.2. Caso bivariado

En el caso bivariado, si las variables X; y X, son independientes, su cuantia conjunta
podria definirse de la siguiente manera:

P(X, =21, X0 =29) = pi* (1 — pl)l—l‘lpgz(l _ p2)1—12 (4)

Luego de realizar el mismo cambio de variable sugerido en el apartado anterior, la cuantia
conjunta se expresa de la siguiente manera:

P(X1 = 21, Xo = x2) = o] ¢ (5)

En este caso, la constante de normalizacién ¢q equivale a m y se interpreta
como la probabilidad de obtener un fracaso en ambas variables. El siguiente paso en la
construccion de la distribucién BM es el de incluir en la ecuacién (5) la asociacion entre
X1 v X,. Para ello se introducira un nuevo parametro oy de la siguiente manera:

P(X; = 1, Xz = T2) = ¢y Py" 5™

P0 = T4, 592+o1 62012

(6)

Tras la modificacién propuesta, ¢y continta siendo la probabilidad de obtener dos fracasos.

En cuanto al parametro aqs, es sencillo demostrar que equivale al Odds Ratio entre X,
y Xs. Sin embargo, la interpretacion de ¢, y ¢, cambia ligeramente, ya que en este caso
pasan a ser los odds de éxito de cada variable condicional a que la otra variable valga cero.
Ya en presencia de ambos tipos de parametros, nos referiremos al conjunto de valores ¢;
como intensidades o fuerzas y al conjunto de valores a;; como asociaciones.

El siguiente paso es definir las distribuciones marginales y condicionales de cada variable.
En cuanto a las marginales, se puede demostrar que son Bernoulli con la siguiente funcion
de cuantia:

P(Xy =1z) = ¢p¢7"
&1 = o1(1 + pa0112) (7)

_ 1
P = Trg;



La distribucién marginal de ¢, es analoga. En cuanto a las distribuciones condicionales,
se puede demostrar que éstas también son Bernoulli:

v ) P(Xa=iXe=j)  ¢odiglath  glath
P(X, = Z|X2 =J) = Py = dodl(14drady)  (4draly) Poli P15
¢1|j = ¢104{2 (8)
bol; = 1
OIJ 1+¢)1QJ12

Vale la pena mencionar que al fijar 7 = 0 se obtiene el caso particular de donde surge la
interpretacion de ¢; como odd condicional. La cuantia condicional de X5 se obtiene de la
misma manera.

2.3. Caso general

La funcién de cuantia del vector X = (X;, Xs,...,X,) en el caso de p variables binarias
posiblemente asociadas entre si es la siguiente:

P(Xi =21,X0 =29,... ¢0H¢xl H W:J (9)

Jj=i+1

En este caso, la especificacién de ¢ se vuelve un poco mas compleja y para ello se define
la matriz de configuraciones H. Esta matriz, que consta de p e+ columnas y 2P filas,
contiene cada una de las posibles configuraciones del vector aleatorlo X en las primeras p

columnas y los productos de estas coordenadas en las siguientes 2 (— Adicionalmente se

P (p+1) pardametros del modelo Se trabaja entonces

define el vector 7, el cual contiene los
con I' = (logpy,logps, . . . ,loga;_lvp). De esta manera, se reescribe la cuantia en funcién

de los elementos de I'.

P(X=z) = qboHdD’“ H
Jj= z+1
- (10)

= explog¢01"[¢> IT ™)

i=1 Jj=i+1

= goexp(d_ xilogp; + Y xixjlogas;)

Y al sumar todos los elementos de la cuantia:



1= Z P(X =2x)= ¢ Z exp(z xlogo; + inleogoz,»j)

zeH mGI{
= ¢p =
Z exp(z zilogp; + Z z;x;loga;) (11)
zeH
b0 = 1om5

A modo de ejemplo se presenta el caso particular de p = 2. En dicho caso I' y H adoptan
la siguiente forma:

0 0 0
logo:
T = | logo 1 00
loga2 H=[0 10
g2 11 1
De esta manera:
_ 1
Go = 1HT
¢0 = <0005 1 o< (1,0,001> 4 o< (0,1,00T> | o<(1,1,)T>
_ 1
gbo - 60+el09¢1+el09¢2+el09¢1+109¢2+1090412
_ 1
¢0 T 1+91t+detor1daaiz

tal como se vio en la ecuacién (6).

En cuanto a la interpretacion de los parametros, ¢g continia interpretandose como la
probabilidad de obtener el valor cero en todas las variables. En cuanto los parametros ¢;
y ay; se interpretan como los odds y odds ratio condicionales a que el resto de las variables
sean cero. Pese a que seria deseable que la interpretacion de dichos coeficientes no fuese
parcial, es facil construir estimadores incondicionales a partir de los elementos del vector I'.

El siguiente paso es definir las distribuciones condicionales y marginales de subconjuntos
del vector X. Sin pérdida de generalidad se asumira que se quiere obtener la distribucion
marginal del vector XM = (X, X5, ..., X)), la cual se obtendrd sumando sobre los 2P~
valores posibles del vector X™ = (X/41,...,X,), donde m =p — M.



Xpa1=1  X,=1

PO —a) = 30 S aTer IT oy

X]\4+1 0 Xp— Jj=t+1

= ¢3H¢f" H afi " F(x, g™, M)

zl jl+1

_ ¢0 H (b*xz H * xlx]

Jj=i+1

De aqui se puede concluir que todas las distribuciones marginales también pertenecen
a la familia de distribuciones BM. En cuanto a F'(x,¢™), es una funcién que involucra
a los elementos de z, a los intensidades (™) correspondientes a las variables sobre
las cuales se suma y a las intensidades (¢™) que “vinculan” los elementos de X y
X™. Para la construccién de los parametros marginales se utiliza el resultado anterior
conjuntamente con la definiciones de odd y odds ratio marginales. La definicién de las
intensidades marginales ¢} en (13) es la siguiente:

o7 = o (14)

donde ¢(m = LH(bM (™) La inter

pretacion de estas intensidades marginales corresponde
a una correccion de las intensidades originales, donde dicha correccion se construye como
un promedio ponderado de las asociaciones (a™(™)) entre X; y las variables contenidas
en X, con ponderadores dados por las intensidades y asociaciones (o) de las variables
sobre las cuales se sumo.
El caso de las asociaciones marginales en la ecuacién (13) es similar:

~m)

* 1

0y = Qi Gibi oy (15)
Vi

Las distribuciones condicionales son mas sencillas y se construyen a partir de la siguiente

relacion:




donde el numerador no es otra cosa que la cuantia que ya se definié en (9) y el denomi-
nador corresponde a la marginal del vector X, que se acaba de presentar. Finalmente la
cuantia condicional es la siguiente:

M M
P(XM = 2| X™ = am) = oo [ [ oit, 1] 0™
i=1

- 17
_ 1
¢O|j = 17%M|m ( )
¢i|m - ¢z H afjj
rieEm

Hay que tener en cuenta como el proceso de condicionar en los valores de las variables
contenidas en X solo afecta las intensidades y no las asociaciones.

2.4. Estimacion

Dado que la funcién de verosimilitud es no lineal en los parametros, se opta por realizar la
estimacion de los parametros del modelo BM mediante técnicas de optimizacién numérica.
Para ello se define la funcion de log-verosimilitud de una muestra de n observaciones como:

((z|¢) = nlog(do) + Z Sjlog ¢; + Z Sji log i (18)

j=1 j=1

n n
donde Sj = E Tij ¥y Sjk = E TijTik-
i=1 =1

La maximizacion de esta funcion se lleva a cabo por algunos de los métodos iterativos
comunmente utilizados. La mayoria de los mismos requiere del gradiente (o score) y la
matriz Hessiana de la ecuacién (18). Los elementos del primero (al que denotamos como
U(¢)) tienen la siguiente forma:

_ olzle) _ S SO
UJ (1) - dp; ¢_Z -n ieHF (19)
Ui _ o olzle) Sy 1efumt
gk 1> oy, ik 1cHT



donde H(j) es la matriz compuesta por las filas de H que contienen unos en la j-ésima
columna (correspondiente a ¢;), luego esta columna es reemplazada por un vector de
ceros. El caso de H ;) es analogo al anterior pero con la columna correspondiente a ayy
reemplazada por un vector de ceros.

3. Una aplicacién a la salud oral

Una posible aplicacion de esta distribucion es en al andlisis de la enfermedad periodontal.
La enfermedad periodontal, es una de las enfermedades mas prevalentes en Odontologia,
teniendo un peso muy importante en la carga mundial de enfermedades crénicas no tras-
misibles, las que afectan al 40 % de la poblaciéon mundial (Lorenzo et al., 2013b). Desde el
punto de vista de la salud colectiva el estudio de su distribucion, explicacion, prevencién
y tratamiento deben abordarse integralmente y considerase en el contexto de la salud
general de los colectivos humanos. Desde el punto de vista biolégico, la enfermedad pe-
riodontal estd asociada al biofilm, matriz de microorganismos (incluidos los patégenos en
una baja proporcién) adheridos a la superficie del diente que en condiciones normales,
se encuentran en armonia con el huésped sano. Los signos asociados con esta patologia
son sangrado gingival, sarro, bolsa patologica, pérdida de insercién de los tejidos perio-
dontales, pérdida ésea y movilidad dentaria. Los indices que pretenden dar cuenta de la
enfermedad periodontal tienen limitaciones derivadas del niimero de signos involucrados
asi como de los instrumentos utilizados y la subjetividad del observador. A nivel interna-
cional se habla de enfermedad periodontal, cuando existen bolsas periodontales iguales o
mayores a 4 mm, la que se mide a través del indice CPIL.

3.1. Datos de sangrado

A continuacién se presenta la aplicacién de la distribucion BM para el anéalisis del san-
grado peridontal que es uno de los componentes de la enfermedad periodontal. Los datos
utilizados corresponde al “1¢" Relevamiento Nacional de Salud Bucal en poblacion joven
y adulta uruguaya” en el que se entrevistaron 1483 personas a las que se les relevo en-
tre otras cosas la presencia/ausencia de sangrado (gingivitis) en los sextantes (Lorenzo
et al., 2013a). Los sextantes refieren a una forma de dividir las distintas piezas dentales
en funcién a como estan ubicadas en la boca.

nrounico Depart sexo edad salud univ sangl61l7 sangll sang2627  sang3l

1 2 PAY M 40 privada SI sano sano sano sano
2 5 PAY M 21 privada NO sano sano sano sano
4 10 PAY M 21 publica SI sano sano presente presente
5 11 PAY F 66 publica NO presente presente presente presente
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Figura 1: Distribucién de los sextantes en la boca

sang3637 sang4647 tramo_eta_rec inse sextl sext2 sext3 sextd sextd sext6

1 sano sano de 35 a 44 41 0 0 0 0 0 0
2 sano sano de 15 a 24 36 0 0 0 0 0 0
4 sano sano de 15 a 24 62 0 0 1 0 1 0
b presente presente de 65 a 74 19 1 1 1 1 1 1

Vemos como ejemplo 4 registros de la tabla de datos que muestran algunas caracteristicas
(sexo,edad,etc) y demds (en las ultimas seis variables), como es el perfil individual de
sangrado para los 6 sextantes.

En la figura 1 puede verse que hay sextantes vinculados al maxilar superior (sextantes 1,
2y 3) e inferior (sextantes 4, 5y 6) y a su vez si estdn en la parte derecha (sextantes 1y
6) o izquierda (sextantes 3 y 4) de la boca.

En un analisis preliminar de estos datos se observé que gran parte de la muestra carecia de esta
patologia. Se considerd “sano” a un individuo con sus 6 sextantes sanos. Estos constituyen el
62 % de los datos, por lo tanto conformaron un perfil claro de individuos los cuales se dejaron
de lado para trabajar sobre el resto, de modo de poder determinar distintos perfiles de carga de
enfermedad.
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presencia ausencia %

ST 195 1288 13,1
2 171 1312 115
S3 209 1274 14,1
S4 223 1260 15,0
S5 364 1119 24,5
s6 211 1272 14,2

Cuadro 1: Presencia de sangrado por sextantes

A partir de estos datos se van a estimar modelos donde se supone que no hay restricciones entre
las relaciones de las 6 variables y luego modelos donde hay independencia local y homogeneidad
local de las asociaciones.

3.2. Modelo estimado

Las subrutinas de calculos fueron desarrolladas por el Prof. Ayu. Fernando Massa en el sistema
R (R Core Team, 2014) usando, para la optimizacién los algoritmos de optimizacién no lineal
implementados en la libreria nloptr (Johnson, 2014) y que aparecen comentados por Ypma en
el reporte técnico (Ypma, 2014).

A continuacién se muestran las subrutinas de estimacién creadas en R especialmente con los
resultados de las estimaciones puntuales y por intervalo, por ejemplo para el modelo simple (sin
restricciones).

y<-datos[,c(15:20)]

modelol<-estim(y)
LO<-c(modelol$intensidades,modelol$asociaciones)
int.conf (modelo1,0.05)

repar (modelol$intensidades,modelol$asociaciones)

Vemos entonces los valores estimados gZSZ y @;j que retorna la funcién estim. Por otra parte, para
una mejor interpretacién de lo resultados, se reparametrizan los g?)l y los é;; para ser presentados
como proporciones,Odds y OR

Los intervalos de confianza para los pardmetros que surgen del modelo (intensidades y asocia-
ciones) se calculan utilizando la normalidad asintética de los estimadores maximo verosimiles
con la siguiente formulacion:

(¢ — Z(1—aj2) * 5.6, + Z(1_a/2) * 5-€] (20)

donde s.e. es la raiz cuadrada de la varianza de cada parametro del modelo, la que se estima
para cada caso, a través de la descomposiciéon QR de la hessiana asociada al modelo.

11



intensidades proporciones

S1 S2 S3 S4 S5 S6 S1 S2 S3 S4 S5 S6

0.042 0.033 0.043 0.031 0.137 0.044 0.131 0.115 0.141 0.150 0.245 0.142
asociaciones OR

- 4.00 7.39 1.77 1.65 1.64 - 12.83 18.54 9.11 6.73 8.23

- 229 1.16 387 230 - 10.7 84 9.8 9.07

- 2.70 2.08 2.03 - 11.4 7.7 9.5

- 6.25 8.97 - 14.5 218

- 1.95 - 8.3

(a) Pardmetros estimados (b) Reparametrizacién a proporciones y OR

> int.conf (modelol,0.05)

int.inf int int.sup
1 0.031 0.042 0.054
2 0.023 0.033 0.043
3 0.031 0.043 0.055
4 0.022 0.032 0.042
5 0.113 0.137 0.161
6 0.033 0.045 0.057

asoc.inf asoc asoc.sup
1-2 2.151 4.010 5.868
1-3 4.338 7.392  10.446
1-4 0.845 1.780 2.714
1-5 0.899 1.651 2.402
1-6 0.807 1.643 2.478
2-3 1.222 2.298 3.374
2-4 0.542 1.161 1.781
2-5 2.161 3.872 5.583
2-6 1.160 2.307 3.455
3-4 1.376 2.700 4.024
3-5 1.193 2.085 2.978
3-6 1.050 2.035 3.020
4-5 3.642 6.256 8.870
4-6 5.376 8.978 12.580
5-6 1.124 1.951 2.777

12



3.3. Discusion

Puede verse en este caso que segin el modelo estimado, el sextante con mayor intensidad (parcial)
es el S5 con un valor de <;35 = 0,137 mientras que los sextantes que presentan mayor asociacién
(parcial) son el S4, 56 y el S1,S53 que son los sextantes posteriores inferiores y superiores res-
pectivamente, con valores de duy6 = 8,97 y &3 = 7,39.

Si se opta por reducir el niimero de parametros del modelo mediante restricciones de igualdad,
surgen diferentes alternativas. Una posibilidad es el modelo de “independencia”, en dicho caso
se impone «;; = 1Vi, j, logrando asi que solo se estimen las p intensidades del modelo. Otro
caso donde se simplifica la dimensionalidad del modelo es el caso de “homogeneidad”, en este
caso se asume «;; = akl de modo que se estimen p intensidades y una sola asociacién, comin
a todos los pares de sextantes. Utilizando una prueba de cociente de verosimilitud, se pudieron
contrastar las hipétesis de estos modelos. A continuacién se presentan las lineas de cédigo:

# para testear la hipotesis de asociaciones=1 (independencia)
1-pchisq(-2*(modelol.indep$Logv-modelol$Logv) ,df=p*(p-1)/2)

# para testear la hipotesis de asociaciones iguales (homogeneidad?)
1-pchisq(-2*(modelol.rest$Logv-modelol$Logv) ,df=p*(p-1)/2-1)

Para el caso de la independencia entre los sextantes, se pudo rechazar la independencia ya que
el valor del estadistico (cuya distribucién era x3s) arrojé un valor p = 1,37e~8. Para el caso del
modelo de homogeneidad de asociaciones, el estadistico de prueba tiene un grado de libertad
menos debido a que se estima un pardmetro de asociacién. En este caso el p-valor fue de 3.4e710,
rechazando asi, que todas las asociaciones fuesen iguales a un tnico valor desconodico. Por lo
tanto en ambos casos se rechazan la independencia y la homogeneidad de asociaciones.

En dltima instancia, retomando que en el modelo sin restricciones se observé que las estimacio-
nes de las asociaciones posteriores (sextantes S1-S3 y sextantes S4-S6) eran mucho mayores al
resto, se decidié poner a prueba la siguiente hipotesis:

Q13 = Q46

Para esto se estimé un nuevo modelo bajo esta restriccién. Al comparar las verosimilitudes, el
p-valor encontrado fue de 0.26, lo que sugirié que las asociaciones posteriores eran efectivamente,
de la misma magnitud.
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4. Conclusiones y futuros pasos

En este trabajo se presenta una metodologia de analisis para varias variables binarias diferente
a la que habitualmente se usa y que estd basada en una descomposicion de una distribucién
Bernouilli multivariada en términos que reflejan intensidades de cada variable y asociaciones
entre estas.

Para el caso de una aplicacién en salud oral se analizan las asociaciones entre sextantes en el
sangrado.

1. Se descarta la hipdtesis de que la presencia de sangrado es independiente entre algunos
sextantes.

2. Se constata que la asociaciéon de presencia de sangrado entre los sextantes posteriores no
difiere entre mandibula y maxilar.

A futuro se intentara establecer diferentes tipologias que den cuenta del gradiente de infeccién
usando diferentes técnicas a ser combinadas con la distribucién Bernoulli multivariada (BM) .

1. Creacidén de tipologias de sangrado gengival a través de variables latentes que indican la
pertenencia a diferentes grupos usando el algoritmo (EM) .

2. Clustering jerarquicos sobre distancia de datos binarios (Jurasinski y Retzer, 2012).

3. Clustering a partir de particiones difusas mediante medidas de entropia:
(Alvarez et al., 2012),(Moustaki y Papageorgiou, 2004),(Tsekouras et al., 2005)

Por otra parte resta estudiar cémo hacer el proceso de estimacion de los modelos al trabajar con
valores faltantes. A su vez poder implementar el calculo de los intervalos de confianza para las
reparametrizaciones de los componentes del modelo (Odds, y OR), en donde la varianza debe
ser estimada mediante simulacién montecarlo.
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A. Apéndice

Para el calculo de la matriz Hessiana se calculan las derivadas parciales del score segin ¢;
j
®jk, de este modo surgen varios casos:

» caso A) derivada segunda de las intensidades.

2%U(zlp) Uj(¢) _ i[i . leH(f)log¢] _ [leH(j)log¢]2 S5
867~ 9¢; 041, " 1efiors | T NTpeHlose | T g2
» caso B) derivadas cruzadas entre las intensidades.
O
e(zlg) _ 8U;(¢) _ i[i R O R [1eH(j>1°g¢1eH(k) logd_4. "Gy " g%éeHlogab]
8¢j¢k  0¢r — O¢g (Z)j n 1eH log ¢ =n [16H10g¢}2

» caso () derivadas cruzadas entre intensidades y asociaciones.

, (kD) |,
U(zlg)  oU;(4) 8 [i _ 16H(j>1°g¢] _ [1eH(J'>1°g¢1€H(kl) log¢_¢ Hlogo1,7(j) 8%
0bjdry ~  Obry ~ Odpilo; leHlogo 1| ™ [1eH log 472
» caso D) derivadas segundas de las asociaciones.
*U(z|p) Ujk(¢) _ 8 [Sjk . 176k log¢] _ n[leH(jk) 10g¢]2 _ Sik
6(;5?,C - 8¢jk - 8¢jk Djk 1leH log @ - lef logé 32k
» caso F) derivadas cruzadas entre las asociaciones.
(Im)
8%(@@) _ 3Ujk(¢) 8 [Sjk _ leH(jk> log ¢ . n[leH(jk) log¢>1€H(lm) logd’fleH(jk) log¢>16H10g¢]
00ikbPtm ~ Obim — Obim 'k leflloge | ™ [LeH log #]2
Donde:

" H((f)) se construye reteniendo las filas de H(;) que tienen unos en la k-ésima columna

(correspondiente a ¢y) y luego se reemplazan dichos unos por ceros.

kl . .
s H (j ) se construye reteniendo las filas de H ;) que tienen unos en la columna correspon-
diente a ¢y, esta columna es luego reemplazada por un vector de ceros.

= H ((JZZS) se construye reteniendo las filas de H ;1) que tienen unos en la columna correspon-
diente a ¢y, esta columna es luego reemplazada por un vector de ceros.

Esta matriz también suele utilizarse como una aproximacién a la matriz de covarianzas de los
estimadores méaximo verosimiles. En eso caso, se utliza la matriz de informacién esperada de
Fisher, calculada como el inverso, del opuesto del valor esperado de la matriz Hessiana. Para el
célculo de la misma, es necesario calcular la esperanza de los términos S; y S;, que aparecen en
los puntos Ay D.

= E(S)) =E()_ Xij) = nE(X;;) = nP(X;; = 1) = ngp}
=1

= E(Sjr) = E(Z Xij Xir) = nE(Xij Xix) = nP (X Xo = 1) = nggd] d36712
=1
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